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一类布尔函数的代数免疫度的下界 
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摘  要：代数免疫度是衡量布尔函数抵抗代数攻击的重要指标。最近，Mesnager等研究了布尔函数的零化子与函

数所对应循环码最小距离之间的联系，代数免疫度的下界可以由对应的循环码的最小距离得到。解决了Mesnager

提出的一个公开问题，给出了一类特定函数的零化子次数的下界，并得到一类布尔函数的代数免疫度的下界。 
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New bound of algebraic immunity of a class of Boolean function 
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Abstract: Algebraic immunity quantified the resistance of a Boolean function to the algebraic attack. Recently, Mesnager, 

et al showed that there were direct linked between the annihilators used in algebraic attacks and the coding theory. They 

showed that the lower bound of the algebraic immunity of Boolean functions could been derived from the minimum dis-

tance of the associated cyclic codes. An open problem proposed by Mesnager is settled with a detailed proof. Also, a 

lower bound of algebraic immunity of a class of Boolean functions will be introduced. 
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1  引言 

2003年，Courtois和Meier
[1]
在欧洲密码学年会

上提出了一种针对布尔函数的代数攻击方法，对基

于线性反馈移位寄存器的流密码构成了极大的威

胁，这种方法的主要原理是建立初始密钥和输出密

钥流比特之间的代数方程，通过线性化方法求解该

超定的多变元非线性方程组以得到初始密钥。为了

衡量布尔函数抵抗代数攻击的能力，代数免疫的概

念也随即被引出
[1]
。为了抵抗代数攻击

[1~3]
，流密码

系统中使用的布尔函数需要尽可能具有高的代数

免疫度。 

国内外学者对具有最高代数免疫阶的布尔函

数进行了深入的研究
[1~13]
。Courtois和Meier

[1]
证明

了 n元布尔函数的最大代数免疫度是
2

n⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
，达到此

上界的布尔函数称为具有最优代数免疫度的函数。

Dalai
[4]
首次构造了偶数元的具有最优代数免疫的

布尔函数。Carlet 和 Feng
[6]
构造了一类平衡的具有

最优代数免疫度的布尔函数。2010年，Rizomiliotis
[7]

给出了一个关于布尔函数具有最优代数免疫度的

充要条件。最近，Mesnager
[13]
研究了布尔函数的零

化子与循环码之间的关系，将对布尔函数零化子的

研究转化为对所对应循环码的最小距离的研究，为
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研究布尔函数的代数免疫提供了一种新方法。 

本文解决了 Mesnager 提出的一个公开问题，

给出了一类特定函数的零化子的次数下界，并得到

一类布尔函数的代数免疫度的下界。 

2  预备知识 

本节介绍将要用到的循环码和布尔函数相关

的一些基础知识。 

2.1  循环码 

循环码是一类重要的线性码，在通信系统、存

储设备中有着广泛的应用
[14~19]

。 

设 n为正整数，记
2

F 为含有 2个元素的二元域，

2
n

F 为
2

F 上的 n维向量空间，
2
n

F 为含有 2
n个元素的

有限域。 

设 n、k、d分别为正整数。记 C是参数为 [ ], ,n k d

的线性码，其中，码 C的长度为 n，码 C最小距离

为 d，维数为 k。若对 C 中的任意码字进行循环移

位后仍然是 C的码字，则 C称为循环码。 

定理 1
[14]  

(BCH界)α 为域
2
n

F 上的本原元。设

C是循环码，其生成多项式为 ( )g x ，对于一些整数

0, 1d δ≥ ≥ ，满足 

 1 2( ) ( ) ( ) 0b b b
g g g

δα α α+ + −= = = =�  (1) 

也就是说码 C有（ 1δ − ）个α 的相邻幂作为零点，
则码 C的最小距离 d δ≥ 。 

2.2  布尔函数 

在密码学中，最常用的表达布尔函数的形式是

代数正规型(ANF)，表达式如式(2)所示。 

 ( )
2

1 2

1

, , ,
i

n

n

u

n u i
u F

i

f x x x xα
∈ =

⎛ ⎞= ⊕ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∏�  (2) 

其中，“ ⊕”表示 F2 上的加， 2u
Fα ∈ ，

1
( ,u u=  

2
, , )

n
u u� ，函数 ( )f x 的代数次数定义为代数正规型

中系数不为零的次数最高的乘积项中变元的个数，

即max{ ( ) 0}
u

wt u α ≠ ，记为 deg f 。代数次数小于

等于 1的布尔函数称为仿射函数。 

n 元布尔函数的支撑集定义为 supp{ }f =  

2
{ ( ) 1}nx F f x∈ = 。函数 f 的汉明重量 ( )wt f 等于其

支撑集中的元素个数。如果 1( ) 2nwt f −= ，则函数 f

称为平衡函数。2 个 n元布尔函数 f 和 g之间的汉

明距离为 ( )wt f g⊕ 。 n元布尔函数 f 的非线性度

( )nl f 是函数 f 与所有的 n元仿射函数之间的汉明

距离的最小值。 

布尔函数 ( )f x 也可以看成是从
2
n

F 到
2

F 的一个

映射，它可以唯一地表示为 

 
2 1

0
( )

n

i

ii
f x xλ−

=
=∑  (3) 

其中，对于 {1, ,2 2}n

i∈ −� ， 2

2 mod(2 1)n ii
λ λ

−
= ，并且

0 22 1
,

n
Fλ λ

−
∈ 。函数的代数次数为

2
0

max ( )
i

wt i
λ ≠

，其中，

2
( )wt i 为 i的二进制表达式中 1的个数。 

定义 1
[1]
  令

2
( )

n
f x F∈ ，如果存在一个非零的

函数
2

( )
n

g x F∈ ，使 ( ) ( ) 0f x g x = ，那么称 ( )g x 是

( )f x 的零化子。函数 ( )f x 的代数免疫度 ( )AI f 定义

为 ( )f x 与 ( ) 1f x + 的零化子的最小次数。 

本文标记 ( )MDA f 为函数 f 的零化子的最小

次数， ( 1)MDA f + 为函数 1f + 的零化子的最小次

数。因此 f(x)的代数免疫度可以记为 

 ( ) min( ( ), ( 1))AI f MDA f MDA f= +  (4) 

3  主要结果 

布尔函数在编码理论中具有重要的作用
[13,20~22]

。

例如一类著名的二元码Reed-Muller码就可以通过布

尔函数获得。最近，Mesnager 等
[13]

把对布尔函数零

化子的研究转化为对循环码的研究，为研究代数免

疫提供了一种新方法。本节详细介绍了Mesnager提

出的公开问题的具体方法。首先介绍一些关于循环

码和代数免疫关系的已有的结论，更多的细节见文

献[13]。 

定义 2
[13]

  记 S为
2
n

F 的一个子集，任意 x S∈

时，记 ( )C S 为所有 2

2

n

n
F 中满足

2 1

0

0

n

i

i

i

xμ
−

=

=∑ 的
0

( ,μ  

1
, ,μ �

2 1
)

n
μ

−
的集合， ( )C S

�

为所有满足
2 1

1

n

i

i

i

xμ
−

=
∑ 0=

的
1 2 2 1

( , , , )
n

μ μ μ
−

� 的集合。 

推论 1
[13]

  记
2
n

S F⊂ ，则 ( )C S 为长度为2
n的线

性码， ( )C S
�

为长度 2 1
n − 的循环码。 

记
22

:
n

g F F→ 为
2
n

F 上布尔函数 f 的零化子，

( )g x 可以表示为
2 1

0

( )

n

i

i

i

g x xμ
−

=

=∑ ，其中，对于

{1,2, ,2 2}n

i∈ −� ， 2

2i i
μ μ= ，

0 22 1
,

n
Fμ μ

−
∈ 。根据

零化子的定义，当任意 supp( )x f∈ ， ( )g x =  
2 1

0

0

n

i

i

i

xμ
−

=

=∑ 。当 (0) 1f = 时， (0) 0g = ，
0

0μ = ， ( )g x =  
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2 1 2 1

0

1 1

0

n n

i i

i i

i i

x xμ μ μ
− −

= =

+ = =∑ ∑ 。因此，
1 2 2 1

( , , , )
n

μ μ μ
−

� 为

(supp( ))C f
�

的一个码字。记
2 1

1

( ) 0

n

i

i

i

g x xμ
−

=

= =∑
�

。但

并不是 (supp( ))C f
�

中的每一个码字都能对应函数 f

的一个零化子。本文记 B为
0 1 2 1

( , , , )
n

μ μ μ
−

� 的集合，

其中，
0 1 2 1

( , , , )
n

μ μ μ
−

∈�

2 2

2 22

n

n
F F F

−× × ，且满足

{1,2, ,2 2}n

i∈ −� 时，
2i

μ = 2

i
μ ，

0 22 1
,

n
Fμ μ

−
∈ 。 

推 论 2
[13]
  布尔函数

22
:

n
f F F→ 且满足

(0) 1f = ，那么集合 (supp( ))C f B
�

∩ 与函数 f 的零

化子一一对应。 

记
2

supp( )
nfS f F ∗= ∩ ，于是当 (0) 1f = 时，

supp( ) {0} ff S= ∪ ；当 (0) 0f = 时， supp( ) ff S= 。

记
1 2

{ 1 ( ) 1}
nfS x F f x⋅ ∗

+ = ∈ + = ， 对 于
1 fx S +∈ ， 记

1
( )fC S +

�

为 满 足
2 1

1
( ) 0

n

i

ii
g x xμ−

=
= =∑

�

的 集 合

1 2 2 1
( , , , )

n
μ μ μ

−
� 。 

定理 2
[13]  
设函数

22
:

n
f F F→ 满足 (0) 1f = ，记

δ 为 ( )fC S
�

的最小距离。设 d 为满足不等式

1

d

i

n

i
δ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ≥ 的最小正整数，则 ( )MDA f d≥ 。 

定理 3
[13] 

 设函数
22

:
n

f F F→ 满足 (0) 0f = ，

记 δ 为 ( )fC S
�

的最小距离。设 d 为满足不等式

1

d

i

n

i
δ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ≥ 的最小正整数，则 ( ) 1MDA f d −≥ 。 

定理 4
[13]  
设函数

22
:

n
f F F→ ，记δ 为 ( )fC S

�

的

最小距离，记δ ′为
1

( )fC S +

�

的最小距离。 p为满足

不等式
1

p

i

n

i
δ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ≥ 的最小正整数，p′为满足不等式

1

p

i

n

i
δ

′

=

⎛ ⎞ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ≥ 的最小正整数。因此，集合 fS 对应的

布尔函数的代数免疫度 ( )AI f 具有如下的下界。 

1) 如果 (0) 1f = ，则 ( ) min( , 1)AI f p p′ −≥ 。 

2) 如果 (0) 0f = ，则 ( ) min( 1, )AI f p p′−≥ 。 

设 b和δ 为 2 个非负整数。记 ( , ,V bα 1)δ − =  
1 2{ , , , }b b b δα α α+ + −
� ，其中，α 为

2
n

F 中的一个本原

元，记 2 1
n

N = − 。 

文献[13]提出的公开问题具体描述如下，给定

布尔函数
22

:
n

f F F→ ，t、b、k、δ 均为正整数，m

为与 N 互素的正整数，设集合 Sf为 

 
( , , 1) ( , , 1)

  ( , , 1)

fS V b V b m

V b km

α δ α δ
α δ

= − + −

+ −

∪

∪�∪
 

那么就存在函数 1+f的零化子的最小次数的下

界如何表示的问题。 

注：当 2m δ −≤ 时， ( , , 1)V bα δ − ∪ ( , ,V b mα +  

1)δ − ( , , 1) ( , , 1)V b km V b kmα δ α δ+ − = + −∪�∪ 。

下文，只考虑 2m δ> − 的情形。 

为了解决这个问题，首先对文献[13]中的定理

进行完善得到定理 5。 

定理 5  布尔函数
22

:
n

f F F→ ，假设 

 ( , , 1)fS V bα δ= −  

于是有： 

1) 当 (0) 1f = 时， ( )MDA f p≥ ； 

2) 当 (0) 0f = 时， ( ) 1MDA f p −≥ 。 

其中， p是满足不等式
1

p

i

n

i
δ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ≥ 的最小正整数。 

证明  根据定义有 

 1 2( , , 1) { , , , }b b b

fS V b
δα δ α α α+ + −= − = �  

当 fx S∈ 且 (0) 1f = 时，
2 1

1

( ) 0

n

i

i

i

g x xμ
−

=

= =∑
�

，即

( )fC S
�

含有( 1δ − )个α 的相邻幂作为零元，根据定

理 1 得到 ( )fC S
�

的最小距离大于 1δ − ，即 ( )fC S
�

的

最小距离至少为δ 。再由定理 3和定理 4，便可以推

导出定理 5，完成了证明。 

定理 6对文献[13]中的定理进行了完善。 

定理 6  布尔函数
22

:
n

f F F→ ，t、b、k、δ 均

为正整数，m为与 N 互素的正整数，假设 

 
( , , 1) ( , , 1)

  ( , , 1)

fS V b V b m

V b km

α δ α δ
α δ

= − + −

+ −

∪ ∪

�∪
 

于是有： 

1) 当 (0) 1f = 时， ( )MDA f p≥ ； 

2) 当 (0) 0f = 时， ( ) 1MDA f p −≥ 。 

其中，p是满足不等式
1

p

i

n
k

i
δ

=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≥ 的最小正整数。 

证明  根据 fS 的定义，可得 

 

1 2

2

2 2 2

2

( , , 1) { , , , }

( , , 1) { , , }

( , 2 , 1) { , , }

( , , 1) { , , }

b b b

b m b m

b m b m

b km b km

V b

V b m

V b m

V b km

δ

δ

δ

δ

α δ α α α
α δ α α

α δ α α
α δ α α

+ + −

+ + + −

+ + + −

+ + + −

⎧ − =
⎪

+ − =⎪
⎪
⎨
⎪ + − =⎪
⎪ + − =⎩

�

�

� �

�

�

 (5) 
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设集合U 为 fS 中α 的所有指数的集合，即式(5)

中α 的所有指数的集合。 

设整数
0

d k δ= + ，假设 ( )fC S
�

中含有重量ω小

于
0

d 的码字，即 kω δ< + 。由于 ( )fC S
�

为循环码，

某一重量为ω的码字可以表示为下面的码多项式
1

1

( ) 1 i
s

i

i

T x x

ω

γ
−

=

= +∑ ，其中，
2
ni

Fγ ∈ ， 0
i
s N< < 。 

设 i
s

i
X α= ，

1 1

1 1

i
jsj

j i i i

i i

P X

ω ω

γ γ α
− −

= =

= =∑ ∑ ， j U∈ 。

而
1

1

( ) 1 1 0i
jsj

i j

i

T P

ω

α γ α
−

=

= + = + =∑ ，所以 1
j

P = − 。 

设 ( ) ( ) ( )1 2
x x xφ φ φ= ，其中， 

1

1

(1) 1 (1) 1 (1)

1 1 1

1

( ) ( )
k

m k k

i k k

i

x x X x x xφ φ φ φ−
−

=

= − = + + + +∏ �  (6) 

 
2

2

1

2

1

(2) 2 (2) (2)

1 2 1

( ) ( ) k

i

i k

k

k k

x x X x

x x

ω
ω

ω
ϖ ω

φ

φ φ φ

− −

= +

− −
− − − −

= − = +

+ + +

∏
�  (7)

 

因为 ( , ) 1m N = ， 0
i
s ≠ ，所以

1

1
m

i
X ≠ ，

2

1
i

X ≠ ，

1 2
(1) (1) (1) 0φ φ φ= ≠ 。 

构造如下的等式 Ζ  

 

(1)

( 1) 1 ( 1) ( 1)

(1) (2)

( 1) 1 ( 2)

(1) (1)

1 ( 1) ( 2) ( 2)

(2) (1) (1)

1 1 ( 1)

(

) (

)

( )

b km k b k m k

k b k b km w k

b k m w k k b w k

k b km b k m k b

P P

P P

P P

P P P

ω ω

ω

ω

Ζ φ

φ φ

φ φ

φ φ φ

+ + − − + − + − −

+ − − + + − −

+ − + − − + − −

− − + + −

= + + +

+ +

+ + + +

+ + +

�

� �

�

 

(8)

 

将
1 1

1 1

i
jsj

j i i i

i i

P X

ω ω

γ γ α
− −

= =

= =∑ ∑ 代入式(8)，对式(8)

进行化简，得到 

 1 2

1 2

1 2

1

1 1 1

1 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

b m

i i i i

i

k

b m m

i i i i i i

i i i k

k

b b m

i i i i i i

i i k

X X X

X X X X X

X X X X

ω

ωω

ω

Ζ γ φ φ

γ

γ γ φ φ

=

= = = +

= = +

=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑

∑ ∏ ∏

∑ ∑

 

(9)

 

当 j U∈ ， 1
j

P = − ，前面假设 kω δ< + ，所以ω −  

1 1k δ− < − ，因此式(8)可以转化为 

 

(1) (1) (2) (1) (1)

1 1 1

(2) (1) (1)

1 1

1 2

( 1 ) ( 1 )

( 1 )                    

(1) (1)

k k

k kω

Ζ φ φ φ φ φ
φ φ φ

φ φ
− −

= − − − − + − − − − +

+ − − − −
= −

� �

� �  

(1)φ= −   (10) 

结合式(9)和式(10)，可以得出 (1) 0φ = ，然而与

(1) 0φ ≠ 是矛盾的。因此，假设 kω δ< + 是错误的，

从而 kω δ+≥ ，也就是说 ( )fC S
�

中不存在任何重量

ω小于 k δ+ 的码字，即 ( )fC S
�

的最小距离至少为

k δ+ 。 

再根据定理 2 和定理 3，得到定理 6，即完成

了证明。 

定理 7给出公开问题的答案，并利用证明定理

6的方法对其进行证明。 

定理 7  布尔函数
22

:
n

f F F→ ， , , ,t b k δ 均为正

整数，m为与 N 互素的正整数，假设 

 
( , , 1) ( , , 1)

  ( , , 1)

fS V b V b m

V b km

α δ α δ
α δ

= − + −

+ −

∪ ∪

�∪
 

于是有如下情况。 

1) 当 (1 ) 2 1n

m k+ < − 时 

① 如果 (0) 1f = ，则 (1 )MDA f p+ ≥ ； 

② 如果 (0) 0f = ，则 (1 ) 1MDA f p+ −≥ 。 

其中，p满足不等式
1

2
p

i

n
k m

i
δ

=

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≥ 的最小

正整数。 

2) 当 (1 ) 2n

m k+ ≥ 时 

① 如果 (0) 1f = ，则 (1 )MDA f p+ ≥ ； 

② 如果 (0) 0f = ，则 (1 ) 1MDA f p+ −≥ 。 

其中，p是满足不等式
1

1

p

i

n
k m

i
δ

=

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≥ 的最小

正整数。 

证明  由 fS 的定义可得 

 

{

}

2 1 1

1

1 1 2 1

1 1 2 2

0 1 2 1

1, , , , , ,

, , , , ,

, , , ,
n

b b

f

b m b m b m

b km b km

k

S

V V V V

δ

δ

δ

α α α α

α α α

α α α

Ω

− + −
+

+ − + + − + −

+ − + + − −

−

=

=

�

� �

� �

∪ ∪ ∪�∪ ∪

 

(11)

 

其中， 

{ }
( ){ }

( )

1 1

0

11

, , ,

, , ,

, 1, 1

b b b m

b mb b

V

V b m

δ δ

δ δδ δ

α α α

α α α

α δ δ

+ − + + −

+ − + −+ − +

=

=

= + − − +

�

�  

(12)

 

    

{ }
( ){ }

( )

1 2 1

1

11

, , ,

, , ,

, 1, 1

b m b m b m

b m mb m b m

V

V b m m

δ δ

δ δδ δ

α α α

α α α

α δ δ

+ + − + + + −

+ + − + −+ + − + +

=

=

= + + − − +

�

�  

(13)
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{ }
( ){ }

( )

2 1 2 3 1

2

2 12 1 2

, , ,

, , ,

, 2 1, 1

b m b m b m

b m mb m b m

V

V b m m

δ δ

δ δδ δ

α α α

α α α

α δ δ

+ + − + + + −

+ + − + −+ + − + +

=

=

= + + − − +

�

�  

(14)

 

�  

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )( )

1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

, , ,

, , ,

, 1 1, 1

b k m b k m b km

k

b k m b k m b k m m

V

V b k m m

δ δ

δ δ δ δ

α α α

α α α

α δ δ

+ − + − + − + + −
−

+ − + − + − + + − + − + −

=

=

= + − + − − +

�

�  

  (15) 

{ }
{ }

( ){ }
( )

1 2 2 1

1 2 2 2 1 2 2 1 1

1 2 1
1 2

, , , ,1, , ,

, , , , , ,

, , , ,

, 1,2

n

n n n n

n
n

b km b km b

b km b

b km kmb km

n
V b km km

δ δ

δ

δ δδ

Ω α α α α α

α α α α α

α α α

α δ δ

+ + − + + − −

+ + − − − − + −

+ + − + − − −+ + −

=

=

=

= + + − − −

� �

� �

� �

 

(16)

 

设集合U 为
1 fS + 中α 的所有指数的集合，即

式(12)~式(16)中α 的所有指数的集合。 

如 果 2 1
n

km mδ δ− − = − + ， 则 2 1
n − =  

(1 )m k+ ，这与 ( ,2 1) 1n

m − = 矛盾，所以 2 1
n − ≠  

(1 )m k+ 。 

下面分 2种情况考虑。 

1) 当 (1 ) 2 1n

m k+ < − 时，设整数
0

d k m= + −  

2δ + ，假设
1

( )fC S +

�

中含有重量ω小于
0

d 的码字，

即 2k mω δ< + − + 。令
1

1

( ) 1 i
s

i

i

T x x

ω

γ
−

=

= +∑ 为某一重

量为 ω 的码字的码多项式，其中，
2
ni

Fγ ∈ ，

0
i
s N< < 。 

设 i
s

i
X α= ，

1 1

1 1

i
jsj

j i i i

i i

P X

ω ω

γ γ α
− −

= =

= =∑ ∑ ，当 j U∈

时，
1

1

( ) 1 1 0i
jsj

i j

i

T P

ω

α γ α
−

=

= + = + =∑ ，所以 1
j

P = − 。 

设
1 2

( ) ( ) ( )x x xφ φ φ= ，其中， 

1

1

(1) 1 (1) 1 (1)

1 1 1

1

( ) ( )   
k

m k k

i k k

i

x x X x x xφ φ φ φ−
−

=

= − = + + + +∏ �  

  (17) 

2

2

1

2

1

( ) ( ) k

i

i k

x x X x

ω
ωφ − −

= +

= − = +∏  

 (2) 2 (2) (2)

1 2 1

k

k k
x x
ω

ϖ ωφ φ φ− −
− − − −+ + +�  (18) 

因为 0
i
s ≠ ，( , ) 1m N = ，所以

1

1
m

i
X ≠ ，

2

1
i

X ≠ ，

1 2
(1) (1) (1) 0φ φ φ= ≠ 。 

令整数 1l b δ= + − ，构造等式 Ζ 为 

( )

( )

(1)

( 1) 1 ( 1) ( 1)

(1) (2)

( 1) 1 2

(1) (1)

1 ( 1) ( 2) ( 2)

1(2) (1)

1 1 ( 1)

(

) (

)

( )

l km k l k m k

k l k l km w k

l k m w k k l w k

k l km l k m k l

P P

P P

P P

P P P

ω ω

ω

ω

Ζ φ

φ φ

φ φ

φ φ φ

+ + − − + − + − −

+ − − + + − −

+ − + − − + − −

− − + + −

= + + +

+ +

+ + + +

+ + +

�

� �

�

 

(19)

 

将
1 1

1 1

i
jsj

j i i i

i i

P X

ω ω

γ γ α
− −

= =

= =∑ ∑ 代入式(19)，得到 

 
1 2

1 2

1 2

1

1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

0

b m

i i i i

i

k

l m m

i i i i i i

i i i k

X X X

X X X X X

ω

ωω

Ζ γ φ φ

γ

=

= = = +

=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∑

∑ ∏ ∏
 (20)

 

前面假设 2k mω δ< + − + ，即 1k mω − − < −  

1δ + ，并且当 j U∈ ， 1
j

P = − ，所以式(19)也可以

转化成式(21)。 

(1) (1) (2) (1) (1)

1 1 1

(2) (1) (1)

1 1

1 1

( 1 ) ( 1 )

( 1 )

(1) (1)

k k

k kω

Ζ φ φ φ φ φ
φ φ φ

φ φ
− −

= − − − − + − − − − +

+ − − − −
= −

� �

� �

(1)φ= −   (21) 

结合式(20)和式(21)，可以得出 (1) 0φ = ，然而与

(1) 0φ ≠ 是矛盾的。因此，假设 2k mω δ< + − + 是错

误的，从而 2k mω δ+ − +≥ ，也就是说
1

( )fC S +

�

中

不存在任何重量 ω 小于 2k m δ+ − + 的码字，即

1
( )fC S +

�

的最小距离至少为 2k m δ+ − + 。 

2) 当 (1 ) 2n

m k+ ≥ 时，设整数
0

d k m= + −  

1δ + ，假设
1

( )fC S +

�

中含有重量ω小于
0

d 的码字，

即 1k mω δ< + − + 。令
1

1

( ) 1 i
s

i

i

x x

ω

Τ γ
−

=

= +∑ 为某一重

量为 ω 的码字的码多项式，其中，
2
ni

Fγ ∈ ，

0
i
s N< < 。 

设 i
s

i
X α= ，

1 1

1 1

i
jsj

j i i i

i i

P X

ω ω

γ γ α
− −

= =

= =∑ ∑ ，当 j U∈

时，
1

1

( ) 1 1 0i
jsj

i j

i

P

ω

Τ α γ α
−

=

= + = + =∑ ，所以 1
j

P = − 。 

设
1 2

( ) ( ) ( )x x xφ φ φ= ，其中， 

1

1

1
1 (1) 2 (1) 1 (1)

1 1 2 1

1

( ) ( )
k

m k k

i k k

i

x x X x x xφ φ φ φ
−

− −
− −

=

= − = + + + +∏ �  

  (22) 
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2

2

(2) 1 (2) (2)

2 1 1( ) ( ) k k

i k k

i k

x x X x x x

ω
ω ω

ϖ ωφ φ φ φ− − −
− − −

=

= − = + + + +∏ �

  (23) 

因为 0
i
s ≠ ，( , ) 1m N = ，所以

1

1
m

i
X ≠ ，

2

1
i

X ≠ ，

1 2
(1) (1) (1) 0φ φ φ= ≠ 。 

令整数 1l b δ= + − ，构造如下的等式 Ζ 。 

( )

(1)

( 1) ( ) 1 ( 2) ( )

(1) (2)

1 ( ) 1 ( 1) ( 1)

(1) (1)

1 ( 2) ( 1) 1 1

(2) (1) (1)

( 1) 1 ( 2) 1

(

) (

)

( )

l k m k l k m k

k l k l k m w k

l k m w k k l w k

k l k m l k m k l

P P

P P

P P

P P P

ω ω

ω

ω

Ζ φ

φ φ

φ φ

φ φ φ

+ − + − + − + −

− + − + − + − −

+ − + − − − + − −

− + − + − −

= + + +

+ +

+ + + +

+ + +

�

� �

�

 

(24) 

将
1 1

1 1

i
jsj

j i i i

i i

P X

ω ω

γ γ α
− −

= =

= =∑ ∑ 代入式(24)，对式(24)

进行化简，得到式(25)。 

 
1 2

1 2

1 2

1

1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

0

b m

i i i i

i

k

l m m

i i i i i i

i i i k

X X X

X X X X X

ω

ωω

Ζ γ φ φ

γ

=

−

= = =

=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∑

∑ ∏ ∏  

(25)

 

前面假设 1k mω δ< + − + ，即 1k mω − − < −  

δ ，当 j U∈ ， 1
j

P = − ，所以式(24)可以转化成式(26)。 

 

(1) (1)

1 1

(2) (1)

1 1

(2) (1) (1)

1 1

1 1

( 1 )

( 1 (1))

( 1 )

(1) (1)

(1)

k

k kω

Ζ φ φ
φ φ φ
φ φ φ
φ φ
φ

−

− −

= − − − − +

− − − − + +

− − − −
= −
= −

�

� �

�  

(26)

 

结合式(25)和式(26)，可以得出 ( )1 0φ = ，然而与

前面 (1) 0φ ≠ 是矛盾的。因此假设 1k mω δ< + − + 是

错误的，也就是说
1

( )fC S +

�

中不存在任何重量ω 小于

1k m δ+ − + 的码字，即
1

( )fC S +

�

的最小距离至少为

1k m δ+ − + 。再根据定理 2和定理 3，就得到了定理 7。 

结 合 布 尔 函 数 的 代 数 免 疫 度 的 定 义

( ) min( ( ), (1 ))AI f MDA f MDA f= + 以及定理 6 和定

理 7，本文得到了一类布尔函数的代数免疫度的一

个下界。 

定理 8  函数
22

:
n

f F F→ ，t、b、k、δ 均为正

整数，m为与 N 互素的正整数，假设 

 
( , , 1) ( , , 1)

  ( , , 1)

fS V b V b m

V b km

α δ α δ
α δ

= − + −

+ −

∪ ∪

�∪
 

于是有如下情况。 

1) 当 (1 ) 2 1n

m k+ < − 时 

① 如果 (0) 0f = ，则 ( ) min( , 1)AI f p p −�≥ ； 

② 如果 (0) 1f = ，则 ( ) min( 1, )AI f p p− �

≥ 。 

其中， p 是满足不等式
1

p

i

n
k

i
δ

=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≥ 的最小正整

数， p
�

是满足不等式
1

2

p

i

n
k m

i
δ

=

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

�

≥ 的最小

正整数。 

2) 当 (1 ) 2n

m k+ ≥ 时 

① 如果 (0) 0f = ，则 ( ) min( , 1)AI f p p −�≥ ； 

② 如果 (0) 1f = ，则 ( ) min( 1, )AI f p p− �

≥ 。 

其中， p 是满足不等式
1

p

i

n
k

i
δ

=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≥ 的最小正整

数，p
�

是满足不等式
1

1
p

i

n
k m

i
δ

=

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

�

≥ 的最小正

整数。 

4  结束语 

布尔函数在密码学中有着重要的作用。一个好

的布尔函数需要具有高的代数免疫度以抵抗代数

攻击。如何构造具有高的代数免疫度的布尔函数仍

然是一个重要的问题。本文主要研究了布尔函数零

化子与循环码最小距离之间的关系，解决了

Mesnager提出的一个公开问题，即给出特定布尔函

数的零化子次数的下界，并且给出了一类布尔函数

的代数免疫度的下界。在未来的工作中，考虑利用

一些具有优良性质的循环码来构造具有最优代数

免疫度的布尔函数是非常有意义的。 
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